BO GIAO DUC VA DAO TAO
TRUONG DAI HOC MO-DIA CHAT

BAO CAO HOC THUAT

MOT SO KHOANG CACH

GIUA CAC BIEN NGAU NHIEN
(Phan 1)

ThS. Nguyén Thu Hang

HA NOI, 6/2026



BO GIAO DUC VA DAO TAO
TRUONG DAI HOC MO-DIA CHAT

BAO CAO HOC THUAT

MOT SO KHOANG CACH

GIUA CAC BIEN NGAU NHIEN
(Phan 1)

Xac nhan cua B6 mén Toan

HA NOI, 6/2026



Muc luc

1 Khoang cach bién phan toan phan va mot s6 tinh chat co
ban
1.1 Dinh nghia va tinh chat . . . . .. ... ... .. .. ....
1.2 Cacvidu . ... . . . ..

2 Mbi lién hé ctia khoang cach bién phan toan phan véi cac
khoang cach khac
2.1 Suhoituyéu . ... .. ...,
2.2 Khoang cach Kolmogorov . . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Khoang cach entropy . . . . . ... ..



MO DAU
Uéc lugng mitc do gan hay do su khac biét gitta cac phan phdi xac suat
14 mot trong nhitng bai toan co ban, quan trong cta li thuyét xac suat va
thong ké toan hoc. N6 khong chi cho chiing ta sit so sanh gitta cac phan
phoi, gitta mo hinh va hién thiic ma con mang lai nhiéu thong tin vé sy hoi
tu, udc tinh sai s6, do riii ro va tdi wu hoéa trong thuat toan. Mot s6 khodng
cach dugc st dung phd bién nhu khoadng cach Kolmogorov, khodng cach
Wasserstein, khoang cach bién phan toan phan, LP— khoang cach... Trong
do, khodng cach bién phan toan phan (total variation distance viét tat 1a
dry) 1a mot trong nhitng khodng cach co ban nhat, ding dé do khodng
cach gitta hai phan phdi, dude tinh bang
drv (P, Q) = sup |[P(A) — Q(A)],
AeF

trong d6 P, Q 1a hai do do trén trén khong gian do (€, F). C6 thé hicu
rang, khoang cach bién phan toan phan 1a do lech 16n nhat lay trén cac
sy kién ctia hai phan phdi va théa man nhiéu tinh chat nhu tinh bi chan,
1a mot metric da, bat bién déi véi song anh va théa man bat dang vé xi
Ii thitc dit lieu (Data Processing Inequality)... Chinh vi vay, khoang cach
bién phan toan phan c6 nhiéu ting dung trong ci 1i thuyét va thic hanh,
duge st dung rong rai nhu mot thuée do chinh cho syt khac biét gitta hai
phan phdi, duge ding trong nhiéu linh vitc bao gom xac suat thong ke,
hoc may va 1i thuyét thong tin. Chang han nhu kiém dinh gid thiét ve
phan phdi xac suat [1], so sanh cac thuat toan trong phép dém [2], ude
lugng mat do, ma hoa xac suat [3]... Mot s6 phuong phap nghién citu, uée
luong khodng cach bién phan toan phan thuong dung nhu tinh toan giai
tich d6i v6i ho phan phéi quen thuoc, dung phuong phap Stein hay nghién
ciiu gian tiép thong qua cac chin trén nhu bat dang thic Pinsker, ...

Muc tiéu clia bao cao nay la tim hieu mot s6 kién thiic co ban vé khoang
cach bién phan toan phan chang han nhu dinh nghia, mot sé tinh chét cta
khoang céch bién phan toan phan, cach tinh khodng cich bién phan toan
phan v6i nhitng phan phdi thuong gap va mot so lién hé ctia khodng cach
bién phan toan phan véi cac khoang cach thuong gap khac.

Noi dung bao cdo gom hai phan:



e Phan 1 trinh bay tém tat mot so6 kién thic co ban vé khodng cach
bién phan toan phan nhu dinh nghia, mot s6 tinh chat ctia khodng
cach bién phan toan phan va cic vi du tinh toan khodng cach bién

phan toan phan véi nhitng phan phoi thuong gip.

e Phan 2 trinh bay mdi lien hé gitta khoang cach bién phan toan phan
v6i mot s6 khoang cach khac nhu L' —khoang cach, khoang céch Kol-

mogorov, khoang cach entropy.



NOI DUNG BAO CAO

1 Khoang cach bién phan toan phan va mot s6 tinh
chat co ban
1.1 Dinh nghia va tinh chat

Dinh nghia 1.1. Xét khong gian do (2, F) va P,Q la hai do do trén
(Q, F). Khodng cdach bién phan toan phan (dry ) gitia P, Q duge dinh nghia
bot

drv(P,Q) = sup |[P(A) —Q(A)].

No6i cach khac, néu X,Y 13 hai bién ngiu nhién thi

drv(X,Y) = sup |P(X € D)— P(Y € D)|.
DeB(R)

T dinh nghia, c6 thé suy ra mot sé tinh chat ctia dpy nhu sau:
1. dTV la mot Métric du.

2. 0 < dpy(P,Q) < 1. Hon nita, dpy = 0 khi va chi khi P = @ va
dry = 1 khi va chi khi ton tai A € F sao cho P(A) =1,Q(A) =
hodic P(A) =0,Q(A) =

3. Néu X, Y la hai bién ngau nhien thi dry(X,Y) < P(X #7Y).
Ngoai ra, tinh chat 4,5 trong Ménh dé sau cho phép ta tinh toan dry .

Meénh dé 1.2. 4. Néu X,Y la cic bién ngau nhién lien tuc cé6 ham mat
do lan lugt la f(x) va g(x) th

Ay (X, V) = /|f 2)|da.

5. Néu X,Y la cdc bién ngau nhién roi rac nhan gid tri trong Z tha

dry(X,Y) Z |P(X P(Y = k)|
keZ



Chatng minh. Dau tién ta chitng minh 4.
Giast B={x € R: f(x) > g(z)}. Khi d6

[ 17 =@l = [ (10 =)o+ [ (0(o) = rio)) s
< QAEEFR) A(f(x) —g(x))dz|. (1)
Ta lai co
[ @ =gt de = [ serin = [ garar=0
Suy ra

/B(f(:r) —g(x)) dr = /B (9(z) — f(z)) dz.

V6i moi A € B(R) ta c6

[ @)~ gla)) o
A

—max{ [ (7(@) - o(a)) da, [ (o) - 1) o}
= max { | @ =gendet [ (fa) = glo) e

/Ach (g(x) — f(a:))dsc+/AmB (9(z) — f(x))dx}

<max{ [ (@) =gl s [ (gle) - fa) o)
<max{ [ (#(0) = gt o, [ (ole) = o)) d
~ [ (@)~ glapdo =5 [ 15(a) -

Lay suppremum ca hai vé theo A € R ta ducc

| @) <5 [1H@-g@liz. @

Tw (1) va (2) suy ra

g(x)|dz.

sup
AeB(R)




Twong tu, ta ching minh 5.
Dit E={kecZ:P(X=k)>PY =k)}.Taco

P(X € E)—P(Y € E) Z\P P(Y =Fk)|.
keZ

Suy ra dry(X,Y) > 330, |P(X = k) — P(Y = k)|. Mat khac,

Y |P(X =k)— P(Y = k)

keZ
=Y |P(X=k)—P(Y =k)|+ ) |P(X=k) - P(Y =k)
keEE keEC
<2sup Yy |P(X — P(Y = k)| = 2dpy(X,Y).
ACZkeA
Suy ra
drv(X.Y) =3 Y IP(X P(Y = k)|

keZ

bat G la khong gian cac ham do duge ¢ : R — R thoa mén
[¢lloe = sup [p(z)] < 1.
rz€R
Ta c6 Ménh dé sau:

Meénh dé 1.3. Cho X,Y la cic bién ngau nhién. Khi doé

dny(X.Y) = § sup | E[p(X)] = El( )]

Chiing minh. V6i B € B(R) bat ki ta c6

P(X € B) = P(Y € B) = 5 (E[(Ls — 1) (X)] — E[(1p — 1) (V)

= S Ble(X)] ~ Elp(v)]

trong d6 ¢ := 1 — 1 ge. Dé thay ¢ thda man ||p|l. < 1. Do do

dry(X.Y) < g sup | E[p()] = Ele( )| 3



Dé chitng minh chiéu ngugc lai, lay ¢ € G ¢ dinh. Xét ham tap B
a(B):=P(X € B)—P(Y € B). Taco

[Ele(X)] = Elp(Y)]] < '[R\h(fﬂ)\dw(fﬂ) < [a|(C),
trong do, C' 1a gia ciia ¢, |« 1a bién phan toan phan ciia a va
la|(C) =sup{a(B): BC C} —inf{a(B): BC C}.
Ta lai ¢c6

sup{a(B): BC C} <sup |P(X € B)— P(Y € B)| <dpy(X,Y)
BcC

va

inf {a(B): BCC} <sup|P(X € B)—PY e€B)| <dry(X,Y).
BcC

Do do,
| E[p(X)] = Elp(Y)]] < |a|(C) < 2drv(X,Y).

Suy ra,

dny(X.Y) 2 g sup | Efp(X)] ~ El(Y )|

Ta dugc dang thic

dny(X.Y) = § sup | Efp(X)] ~ El()] .

[

V6i f 1a ham do dugc bi chan bit ki, dit M = || f|lw va g = & thi
g € G. Do do, ta co

[Elg(X0)] = Elg(X)]] < 2dry (Xy, X).

Suy ra
|E[f(Xn)] = E[f(X]] < 2| fllocdryv (Xn, X).

Tit d6, néu dpy (X, X) — 0 khi n — oo thi E[f(X,)] — E[f(X)].



1.2 Cac vi du

Vi du 1. Néu X, Y la cac bién ngau nhién c¢6 phan phoi 0-1 v6i tham s6
lan luot 1a p, ¢ v6i p,q € (0,1) va p > ¢ thi

dTv(X,Y)Z%(p—qu(l—Q)—(l—p)):p—q-

Vi du 2. Néu Néu la hai bién ngiu nhién c6 phan phdi déu lien tuc
X ~U[0,a] va Y ~ U[0,8] v6i 0 < a < b thi

a b

1 1 1 b—a

0 a

Vi du 3. Néu X c6 phan phdi 0 — 1 v6i tham sd p v& Y ¢6 phan phdi
Poisson ciing tham s6 p thi
PlY =k) = e_;:!pk. Mit khac, theo cong thitc khai trién Maclaurin ta

co

eP=1-p 2' p;0 < c<p.
Suy ra
dTV(X,Y):%le_p—(l—p)+p—p6_p+e_p <p2+z;‘?+ )]
G (1+p+fj+{gj+ )+ 2= 2per -1
= % (ePe? +2p—2pe™? —1) =p(l —eP).

Vi du 4. Gia st X,Y la hai bién ngdu nhién c¢6 phan phéi chuan, X ~
N(p1,1),Y ~ N(pg, 1) v6i pig > 1.

Data:%.Tacé
1 too ]

w vor |

/ amm)? —e_(%gﬁ d
\/27r

’“*5 (- u1) p 5
xr = £
— /M f0(e).

. S ha N o L2—p
trong d6 ¢p la ham Laplace va e = 25

dry(X,Y) =

8



Tong quat hon, néu X ~ N(u1,0),Y ~ N(ug,0) véi ps > pq thi dit

c= 2. Khi do
H1+p2
dry(X,Y) = P(X < ¢)— P(Y <o),
trong do
o 20
va

P(Y <¢)=d (C _0”2) - (—“22_0“1) .

Chu y rang ®(—xz) = 1 — ®(x) nén ta dugc

dry(X,Y) = 20(a) — 1 véi a = ”22_ aty
o

Tong quat,

’Nl —M2|
d X.Y)=20 ———— | — 1.
v(X,Y) ( 5

Néu § = % nhé, ding khai trien Maclaurin ciia ® ta dugc

1
©(0) = 5+ ¢(0)d +0(9),
v6i ¢(z) 1a ham mat do ctia phan phéi chuan tic c6 ¢(0) = \/LzTr Thay lai
) ta suy ra

’Nl —M2|

dry(X,Y) ~ o

, khi |puy — pe| — 0.

2 Mbi lién hé ctia khoang cach bién phan toan phan
vGi cac khoang cach khac
2.1 Su hoi tu yéu

T dinh nghia ciia dpy va tit Ménh dé 1.3 trong chuong 1 ta c6 két qua
sau day veé moi lien heé gitta dry su hoi tu yéu.

Meénh dé 2.1. 1. Cho day bién ngau nhién lien tuc {F;};- | va bién ngau
nhién lien tuc F. Khi dé, dpy (F,, F) =% 0 twong duong F, KNy o

2. Cho day bién ngau nhién {F;};2, va bién ngau nhién F. Khi do,
dry (Fp, F) 2% 0 suy ra F, low,

9



Cha ¥ rang, dicu ngudc lai ciia 2. chua chac da dang. Néu F, 1w B thi
chua chic dpy (F,, F) 9 That vay, Lay F), 1a day bién ngau nhién lien
tuc c6 ham mat do f,,(z) = 2 cos?(nz) 1y -(z) va F la bién ngéu nhién c6

law

phan phdi déu lien tuc trén [0, w]. Khi d6, F,, — F. Tuy nhién

1 ™
(£ F) = |
0

An [

v

1 1 [7
|2 cos®(nz) — 1| dz = —/ | cos(2nx)|dx
21 0

= — cos(2nx)dx =1 > 0, Vn.
2m 0

2.2 Khoang cach Kolmogorov

Dinh nghia 2.2. Khodng cich Kolmogorov gitta hai bién ngau nhién X,Y
dugc dinh nghia boi
Ag(X,Y) == sup |P(X < ) — P(Y < )|

zeR

Do céc tap (—oo, x| chi la mot 16p con clia moi tap do duge nén
dg(X,Y) <dry(X,Y).

Tiép theo, ta lay vi du cu thé dé thay su khac biét gitta khoang cach bién
phan toan phan va khoing cach Kolmogorov

Vidu 5. Xét X ~ N(0,1) va'Y ~ N(a,1). Theo tinh toan trong muc 1,
ta co

dry(X,Y) = 20 (g) 1.

Con khoang cach Kolmogorov

dg(X,Y) = sup () — P(z — a)l.

Xét ham g(z) = ®(z) — (z — a) ¢6 ¢(x) = ¢(x) — ¢(z — a) = 0 khi
r = § va g(r) dat cyc dai tai x = §. Do do6

de(X,Y) = @ (g) — (%“) =20 (%) 1.

Trong truong hop nay dry (X,Y) = dg(X,Y).
Tiép theo, xét X ~ UJ[0,1] va Y, c¢6 phan phdi déu roi rac trén tap
20,2} Khi dé

n’n’ 1

10



va do d6 dg(X,Y,) — 0 khi n — oo trong khi xét tap A = {1

thi P(Y,, € A)=1va P(X € A) =0. Suy ra
dTV(X7 Yn) 2 1.

Do do
dTV(X7 Yn) =1

2.3 Khoang cach entropy

)
n’ n’ Tttt

Dinh nghia 2.3. 1. Cho X,Y la hai bién ngau nhién roi rac vdi P(X =
x;) = p; va P(Y = y;) = ¢; thi khodng cdach entropy (do léech entropy

tuong doi) ti X toi' Y dinh nghia bdi

Dgp(X|Y) = szzlogpZ

vdi quy wdc 0log O = 0.

2. Cho X,Y la hai bién ngau nhién lien tuc c6 ham mat do lan lugt la
p(x) va q(x). Khi dé khodng cach entropy (do léch entropy tuong doi)

tu X tor Y cho boi

DKJXWY>=:ép@ﬂbg<£g2)dx

q()
Vi du 6. Gid st X ~ N(u1,0%) va'Y ~ N(ug,0?). Ta c6
( ) 1 _(Iﬂq)2 ( ) 1 _(ﬂcﬂtz)2
Tr) = e 27 T) = e 20°
P V2T 1 V2T
02 2
log p(z) _ (E—m) X (x — pro)
q(z 202 202
_ 20 — po)r + (p3 — pif
202

Lay ki vong 2 vé v6i chu § rang E[X] = uy ta dugce

2 —l-
_ (i — 24 pi2 + M% _ (1 — p2)”
202 202

11




Meénh dé 2.4.

dry(X,Y) < \/ %DKL(XHY). (4)

Ching minh. Bao cédo trinh bay ching minh cta Clément L. Canonne
trong [4].
Xét X va Y la cac phan phdi 0 — 1 v6i tham s6 lan luot 14 p, ¢. Theo

vidu 1 cua muc 1 ta co

dryv(X,Y) = [p — ¢

va 1 —p

1—q

Xét ham f(x) : (0,1) — R cho béi f(z) = plogz + (1 —p)log(1l — z) thi
ta c6 thé viét

D (X])Y) = plogg + (1 —p)log

1) - £la) = / " Py = / ' p—

P 1
< 4/ (p—x)dr =4.5(p - q)*.
q
O tren, ta da sit dung bat ding thitc z(1 — z) < 1/4 véi z € (0,1). T d6
suy ra

P
<2(p—q)*

f(p) = fla) = plog? + (1 = p)log

Nén bat ding thitc 4 ding trong truéng hop nay. Trong trusng hgp tong
quat, gid sit X, Y 1a bién ngau nhién véi trén mién ) tuy y tuong tng véi
do do xac suat P, Q) trén 2. C6 dinh tap con do dugeS C . Hai bién ngau
nhien X’ = 1g(X) va Y' = 15(Y) tuong ting 1a céc phan phdi 0 — 1 vdi
tham s6 p' = P(S) va ¢ = Q(S5). Do d6

2(P(S) = Q(9))* = 2dry(X',Y')? < D (X', Y') < Drr(X[|Y),

trong d6 bat dang thic thi 2 1a nho bat dang thic data processing. Lay
sup trén céac tap S ta dudc

2drv(X,Y)* = 22282(P(S) —Q(9))? < Drr(X||Y).

12



KET LUAN

Bao cao da tong két mot s6 kién thic co ban vé khodng cach bién phan
toan phan giita cac bién ngau nhien. T d6, tinh toan khodng cach bién
phan toan phan giita mot s6 bién ngdu nhién co ban. Béo céo ciing tong
hop mot s6 mdi quan hé gitta khodng cach bién phan toan phan va mot sb
khodng cach thuong dung khac. Két qua ctia bao cao nham muc dich lam
tai lieu tham khdo chuyén nganh xac suat thong ké va hd tro gidng day

cho sinh vién nganh toan.
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